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دس پذافٌذ  یهْو بسیًمؾ ثؼ یتَپ یثِ َّا يیافضاسّبی صه خٌگ یّب ػبهبًِ

تشیي  هْن ییّب ػبهبًِ يیپشتبة دس چٌ ییاستفبع پؼت داسًذ. دس فبص اثتذا

 يیای وِ دس ووتش گًَِ پشتبثِ اػت، ثِ ِیٍ ػشػت اٍل ِیصاٍ بفتيیهؼئلِ، 

ٍ اص پشتبثگش دٍس  ُؿذ شیپز ٍ وٌتشل ذاسیصهبى هوىي اص ًظش آئشٍدیٌبهیىی پب

هؼبدلِ ثب هـتمبت  هیػبصی  لفِ ثش اػبع هذلؤدٍ ه يیؿَد. تبوٌَى ا

 هیهمبلِ اثتذا فبص پشتبة سا ثش اػبع  يیًذ. اهب دس اا هحبػجِ ؿذُ یهؼوَل

ٍ ػبختبس  ؼتیدس ػول ثب عج یـتشیث یوِ ػبصگبس یهؼبدلِ پشتبثِ وؼش

آى ّوبًٌذ  یّب یظگیٍ اص یثشخ يی. ّوچٌنیوٌ یػبصی ه پشتبثِ داسد، هذل

 یاستفبع سا هَسد هغبلؼِ ٍ ثشسػ ٌِیـیحشوت، ثشد پشٍاص، صهبى پشٍاص ٍ ث شیهؼ

 ن،یپشداص یه یوؼش یهؼىَع، ثِ هؼبدلِ پشتبث ی. ػپغ ثب ًگشؿنیدّ یلشاس ه

ٍ  نیداً یخلَف ه صهبى ثِ هیهىبى پشتبثِ سا دس  نیوٌ یفشم ه یؼٌی

هٌظَس اص  يیا ی. ثشانیآٍس یسا ثِ دػت ه ثِپشتب ِیٍ ػشػت اٍل ِیػپغ صاٍ

حل  ی ٌِیوبسا دس صه یّب اص سٍؽ یىیوِ  نیوٌ یاػتفبدُ ه یسٍؽ پشتبث

ثِ  حیكحت ًتب ی،هثبل وبسثشد هیثب  بىیاػت. دس پب یهؼبئل همذاس هشص

 .شدیگ یلشاس ه یهَسد ثشسػ آهذُدػت 
 

 :کلمبت کلیدی

استفبع پؼت،  ،یتَپ یّب ػبهبًِ

سٍؽ  ،یهؼبدلِ پشتبثِ وؼش

(، هؼئلِ ٌگی)ؿَت یپشتبث

 هؼىَع.

 

 وًیسىدٌ مسئًل:

 اهیشحؼیي كبلحی ؿبیگبى
 ایمیل:
  

ahsalehi.kau@gmail.com 

 تَپی ّبی ػبهبًِ دس پشتبثِ اٍلیِ ػشػت ٍ صاٍیِ تؼییي ،ًؼٌبوبس حؼي ؿبیگبى، كبلحی اهیشحؼیي استىبد بٍ مقبلٍ:

 .1441 خشداد ،1 ؿوبسُ ،1دٍسُ  ػلوی دفبع َّافضبیی هدلِ، پشتبثی سٍؽ ثب وؼشی پشتبثِ هؼبدلِ یه اػبع ثش

https://portal.issn.org/resource/ISSN/2821-1553


 

 

 

ISSN:2821-1588 htpps://www.jasd.khadu.ir 

 

 
Journal of Aerospace Defense 

Vol. 1, No, 1, 1401 
 

Research Paper 
Identification of Angle and the Initial Velocity in Artillery Weapons 

Based on a Fractional Differential Equation of the Projectile Motion 

by Using Shooting Method 
 

Amir Hossein Salehi Shayegan
1
  , Hassan Nanakar

2 

 
1. K. N. Toosi University of Technology, Tehran, Iran  

2. Assistant Professor, Khatam Ol Anbia (PBU) University, Tehran, Iran. 

Article Information Abstract 
Accepted: 1400/07/15 

 
Recceived:1400/10/11 

Artillery weapons have an important role in low height 

artilleries. In the first step of these weapons, due to reach a 

stable and controllable projectile, aerodynamically, finding 

angle and the initial velocity are very essential. Until now, 

scientists have obtained these items by modelling based on 

ordinary differential equations. But, in this paper, fractional 

differential equations of the projectile motion, which are 

very efficient in artillery weapons and more compatible 

with nature, are introduced. Then some of its properties 

such as trajectory, range, flight time and maximum height 

are studied. In addition, an inverse projectile motion is 

considered, i.e., we consider a problem that we know the 

position of motion in a special time and then we obtain 

angle and the initial velocity. In this way, the shooting 

method is applied. This method is an efficient and 

applicable method for solving boundary value problems. 

Finally, in order to study the efficiency and accuracy of the 

method a numerical example is given. 
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 ايلیٍ مفبَیم ي . تعبریف1
ّابی   دسگیشی ثب اّذاف استفبع پؼت ثب اػتفبدُ اص ػبهبًِّبی هْن ًیشٍی پذافٌذ َّایی،  یىی اص هأهَسیت

 پشتبة، هشحلِ، ػِ ؿبهل َّایی پذافٌذ هَؿه یه ثبؿذ. ّذایت افضاسّبی صهیي ثِ َّای تَپی هی خٌگ
 اص ای ًوًَِ. ؿذ خَاّذ پشداختِ فبصّب ایي اص یه ّش هَسد دس تَضیحبتی ثِ اداهِ دس. اػت ًْبیی ٍ هیبًی
 .اػت ؿذُ دادُ ًـبى 1 ؿىل دس َّایی پذافٌذ هَؿه پشٍاص
ِ  ثِ اػت، پشًذُ اٍلیِ ٍػیلِ ػشػت صاٍیِ ٍ پشتبة، فبص اّذافاصخولِ  پشتبة: فبص ِ  یا گًَا  ووتاشیي  دس وا
 یاب  هؼواَلاا  فابص  ایاي  دس. ؿَد دٍس پشتبثگش اص ٍ ؿذُ پزیش وٌتشل ٍ پبیذاس آئشٍدیٌبهیىیاصًظش  هوىي صهبى
 صهیي ّبی هَؿه هثبلعَس  . ثِاػت ثبص حلمِكَست  ثِ آى ّذایت الگَسیتن یب ٍ ؿَد ًوی ّذایت هَؿه

 ّوچٌیي. ؿًَذ ًوی ّذایت (پشتبة اص پغ اٍل چٌذ ثبًیِ) پشتبة فبص دس هؼوَلاا پشتبة هبیل ًَع اص َّا ثِ
 اص تبثؼیكَست  ثِ پشٍاص اص لجل پشتبة، فبص ثِ هشثَط ّذایتی فشاهیي ،ثش هبَّاسُ ٍ ثبلؼتیه ّبی هَؿه دس
 .  ؿَد هی رخیشُ ّذایت پشداصًذُ دس ٍ هحبػجِ صهبى

 
 َّا ثِ صهیي هَؿه پشٍاص : هشاحل1ؿىل 

 ًضدیىی ثِ ٍػیلِ سػبًذى هیبًی فبص ّذف. اػت پشٍاص اص هشحلِ تشیي یعَلاً هؼوَلاا هیبًی فبص هیبًی: فبص
 اص آىداؿتي  ًگِ هخفی گبّی ٍ ٍػیلِ اًشطی اتلاف وبّؾ هٌظَس ثِ ثْیٌِ هؼیش یه سٍی حشوت ّذف،
 ّابی  ػیؼاتن  اص هبًاذى  هلاَى  خْات  ػشًـایي،  ثاذٍى  ٍػبیل ٍ ًظبهی َّاپیوبّبی اػت. دؿوي دیذ

 ثاب  ٍ هوىاي  صهابى  تشیي وَتبُ دس ثبیذ ٍػبیل ایي وٌٌذ. ّوچٌیي، پشٍاص ون استفبع دس ثبیذ دؿوي دفبػی
ِ  .ثشػاٌذ  هملذ ثِ اًشطی اتلاف ووتشیي  هختلا   پشًاذُ  ٍػابیل  دس هیابًی  فابص  هلابدیك  اص ّابیی  ًوًَا
 : اص اًذ ػجبست
 ًظبهی َّاپیوبی یه یب وشٍص هَؿه یه تَػظ خغشافیبیی ػَاسم اص اختٌبة یب وشدى دًجبل-1

 ًْبیی فبص اص لجل ٍ پشتبة فبص اص پغ َّا ثِ صهیي ّبی هَؿه تَػظ ثْیٌِ هؼیش یه ؿذى عی -2

 تدبسی َّاپیوبی یه صًی گـت ٍ ًضٍل وشٍص، یشی،گ اٍج -3
 خذیذ هذاس دس دلیك لشاسگیشی اص لجل فضبپیوب یه دس دیگش هذاس ثِ هذاس یه اص اًتمبل -4



                       پرتابی روش با کسری پرتابه معادله یک اساس بر توپی های سامانه در پرتابه اولیه سرعت و زاویه تعیین
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 ثاب  وابس  اًدابم  ًْابیی  فبص ٍظیفِ تشیي هْن. اػت ًْبیی فبص پشًذُ ٍػیلِ ّش پشٍاصی فبص آخشیي ًْبیی: فبص
ِ  ٍ واشدُ  خؼتدَ سا ّذف هؼیش اًتْبی دس وشٍص، هَؿه یه ثشای هثبل عَس ثِ. اػت لجَل لبثل دلت  ثا
 .صًذ هی ؿیشخِ آى ػوت

ّبی هْن پذافٌذ َّایی، فبص پشتبة  دس ایي همبلِ، ثِ دلیل اّویت ٍ ّوچٌیي دس ساػتبی یىی اص هأهَسیت
تشیي هؼئلِ تؼیایي صاٍیاِ ٍ    عَس وِ اؿبسُ ؿذ دس ایي فبص هْن گیشد. ّوبى ی ٍ هغبلؼِ لشاس هیهَسدثشسػ

ػت. ثشای هٌظَس اص یه هؼبدلِ پشتبثِ وؼشی واِ ػابصگبسی ثیـاتشی ثاب هاذل فابص       ػشػت اٍلیِ پشتبثِ ا
ّاب اص هـاتمبت هؼواَلی ثاشای      وٌاین. ثاشای هاذت    ػابصی اػاتفبدُ های    پشتبة دس ػول داسد، ثشای هذل

ّبی  تَاى هذل ػبصی ثش اػبع هـتمبت وؼشی هی ػبصی پشتبثِ اػتفبدُ ؿذُ اػت. اهب اهشٍصُ ثب هذل هذل
ِ تشی ا ٍالؼی ِ  سائِ دّین ثا آئشٍدیٌابهیىی پبیاذاس ٍ    اصًظاش ای واِ پشًاذُ دس ووتاشیي صهابى هوىاي       گًَا
 .ؿَد یشپز وٌتشل
 آفشیٌای  ًمؾ فیضیه هختل  ّبی لؼوت دس ٍ اػت فیضیه دس هؼبئل تشیي هؼشٍف اص یىی پشتبثِ حشوت
 اص تؼویوای  ثیابًگش  لاذهت  ػابل  344 اص ثیؾ ثب ًیض، وؼشی هحبػجبت. ًذاسد هؼشفی ثِ ًیبصی ٍ وٌذ هی
 .اػت دلخَاُ هشتجِ ثب دیفشاًؼیل هؼبدلِ یه ثِ هؼوَلی دیفشاًؼیل هؼبدلِ یه
 ٍ ؿٌبػی صیؼت هٌْذػی، فیضیه،اصخولِ  هختل ، ّبی صهیٌِ دس وؼشی هحبػجبت گزؿتِ، ّبی دِّ دس

تابوٌَى   اهاب  ،[1-12] اػات  ؿاذُ  حبكال  ًیض تَخْی لبثل ًتبیح ٍؿذُ  گشفتِ ثىبس ػلَم اص دیگش ثؼیبسی
ِ  اص تؼواین  یه اسائِ همبلِ ایي اص ّذف. اػت ًـذُ اػتفبدُ پشتبثِ حشوت ػبصی هذل ثشای ِ  هؼائل  پشتبثا

. ؿاَد  هی یبد وؼشی پشتبثِ ػٌَاى ثِ ثؼذ ثِ ایي اص وِ ثبؿذ هی وؼشی پشتبثِ ّبی سٍؽ ی پبیِ ثش ولاػیه
 . ؿَد هی هغشح اداهِ دس وِ ًیبصهٌذین همذهبتی تؼبسی  ثشخی ثِ هٌظَس ایي ثشای
 
 . هـتك وؼشی وبپَت1-1َ

  ؿَد: صیش تؼشی  هی كَست ثِ ]13،14[هـتك وؼشی وبپَتَ یه تبثغ دس هشاخغ 
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 ثبؿذ: كَست صیش هی تجذیل لاپلاع هـتك وؼشی وبپَتَ ًیض ثِ

 
 
 
 . تبثغ هیتیٌگ لافلش1-2

 ؿَد: یه تبثغ دٍ پبساهتشی اص ًَع هیتیٌگ لافلش تَػظ ػشی ساثغِ ریل تؼشی  هی
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كاَست   تجذیل لاپلاع تبثغ هیتیٌگ لافلش وِ دس حل هؼبدلات دیفشاًؼیل وؼشی ثؼیبس ػَدهٌذ اػت ثِ
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 بىدی مسئلٍ . فزمًل2

 یاه  تحات  وِ ؿی دس فضب یه حشوت تؼییي ؿبهل حشوت پشتبثی یه هؼئلِ فیضیىی هؼشٍف اػت وِ
 هؼئلِ ایي اص ای خلاكِ همذهِعَس  ثِ ثخؾ، ایي دس. ثبؿذ اػت، هی گشفتِ لشاس یىٌَاخت گشاًـی هیذاى
ِ  ایاي . ؿاَد  پشتبثِ دس ًظش گشفتِ ًوای  حشوت ثشاثش َّا دس آى، همبٍهت دس وِ گیشین هی ًظش دس سا  پشتبثا
 ثاشای  وــی ًیشٍی ّیچ ٍ اػت گشاًـی ًیشٍی یه تحت وٌذ وِ هی ػول m خشم ثِ ای رسُ ػٌَاى ثِ
ای دس كافحِ   رسُ ثاشای  حشوات،  ولاػایه  هؼابدلات  ؿشایظ، ایي دس. ]14[ؿَد  ًوی گشفتِ ًظش دس آى

x y، ِكَست صیش: ث  
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 ثب ؿشایظ اٍلیِ:

(1                                                                                 )

( ) , ( ) ( ),

( ) , ( ) ( ).

x x v cos

y y v sin





 

  
یاه ػاؤال    وابس،  ایي اصآًدبم گیشین. لجل ؿَد. حبل هؼئلِ فَق سا اص دیذگبُ وؼشی دس ًظش هی دادُ هی
ِ  اثتاذا  پبػا،،  ثشای وشد؟ ثیبى وؼشی سٍیىشد تَاى ثب هی رسُ سا ؿتبة ؿَد، چگًَِ هغشح هی  همابلات  ثا

تَػظ  وؼشیاص ًَػبى  یبفتِ تؼوین تىبًِ وٌذ هی پیـٌْبد وِ وٌین هی اؿبسُ[ 13،14]
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ِ  ثاشای  وؼاشی  دیفشاًؼایل  هؼابدلات  فَق، ثحث ثِ تَخِ . ثب2 ِ  هؼائل  پشتبثا
 اص:ػجبست اػت 

(2)                                                                    

, ,
d x d y

g
dt dt

 

 
    

3
2

2 
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ِ  تشتیت سا ثِ xٍy تَاى هـتمبت صهبى هی فیضیىی،اصلحبػ  ِ  ؿاتبة  ػٌاَاى  ثا  ٍ افمای  خْات  دس پشتبثا

 دس ولاػیه هىبًیه ؿتبة دس ثِ وِ دس ًظش گشفت ػوَدی 2 یبثذ هی وبّؾ . ِ ( 2) خَاة هؼبدلا
 آیذ: هی كَست صیش ثِ دػت  ثِ لاپلاع تجذیل اص اػتفبدُ ثب

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

s X s s X s X

g
s Y s s Y s Y

s

  

  

 

 

  

   

1 2

1 2

 
 (، خَاّین داؿت:1وِ ثب اػتفبدُ اص ؿشایظ اٍلیِ )

cos( ) sin( )
( ) , ( )

v vg
X s Y s

s s s

 


   
2 1 2

 
 ثٌبثشایي

 

(3                                            )
( ) cos( ) , ( ) sin( )

( )

g t
x t v t y t v t



 


   
 1 

 َبی حزکت پزتببی در حسبة دیفزاوسیل کسزی . يیژگی3

 ٍ استفابع  حذاوثش ثشد پشتبة، اػت؛ هَخَد هؼیشّب ٍتحلیل تدضیِ ٍ تـخیق ؿٌبػبیی، ثشای همیبع ػِ
 استفابع،  حاذاوثش . آیاذ  هی فشٍد وِ ثِ صهیي صهبًی تب آى پشتبة صهبى اص اػت افمی فبكلِ ثشد،. پشٍاص صهبى
 ٍ پیوبیذ هی پشٍاص ٌّگبم دس پشتبثِ وِ اػت صهبًی همذاس پشٍاص، صهبى. اػت هؼیش دس ًمغِ ثبلاتشیي استفبع
 .وٌین هی ثشسػی سا هَاسد ایي ثخؾ ایي دس. آیذ هی فشٍد ثِ صهیي

 . هؼیش )خظ ػیش(3-1

 :آیذ هی كَست صیش ثِ دػت دلخَاُ ثِ ثِ اصای وؼشی پشتبثِ هؼیش ،(3) هؼبدلِ اص tحزف ثب
(4                                                                    )

tan( )
( )( cos( ))

g x
y x

v




 

 
  21 

 صهبًی وِ 2، ِؿَد تجذیل هی ولاػیه هؼیش ثِ هؼبدلِ( 4) هؼبدل: 

tan( ) sec ( )
g

y x x
v

   2 2

22 
 . بزد پزتبة3-2

F پشتبثِ وؼشی ثشد
R ِهمذاس ػٌَاى ثx ( ،4اگاش دس ساثغاِ )   ثٌابثشایي، . ؿاَد  هی تؼشی  ضشثِ ًمغِ دس

y  دّذ سا لشاس دّین ًتیدِ هی Fx R .،لزا FR ػجبست اػت: 

(5                                                      )

( )
( ) (sin( )) cos( )FR v

g

 
 


 


 
  

  
 

1
11

1 1
1

 

 صهبًی وِ 2، ِولاػیه  ثِ هحذٍدُ پشتبة( 5) هؼبدلC
R ؿَد تجذیل هی: 
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sin( )cos( )C

v
R

g
 

22

 
 . سمبن پزياس3-3

F-flight پشٍاص وؼشی صهبى
t ِهمذاس ػٌَاى ثt  ثٌبثشایي، ثب لاشاس  . سػذ هی صهیي ثِ پشتبثِ وِ ؿَد، هی تؼشی

y دادى  ،F-flight
t t :ػجبست اػت اص 

(6                                                                         )
F-flight

( ) sin( )v
t

g

    
  
 

1

11

 

ِ   (6هؼبدلاِ )  اص تاَاى  هی سا پشٍاص C-flightt ولاػیه پشٍاص صهبى وِ وشد اؿبسُ ثبیذ ًیض ایٌدب دس  صهابًی وا
 2، ِكَست صیش ثِ دػت آٍسد: ث 

C-flight

sin( )v
t

g




2

 
 . بیشیىٍ ارتفبع3-4

yیؼٌای   كافش ؿاَد،   ػوَدی ػاشػت آى  هؤلفِ وِ ٌّگبهی سا خَد استفبع حذاوثش پشتبثِ    ثاِ دػات

 خَاّین داؿت: ،tثِ اصای هؼبدلِ ایي حل لزا ثب آٍسد. هی

(7                                                                      )
maximum height

( ) sin( )v
t

g

   
  
 

1

1

 

)دس( 7) دادى لشاس )y t استفبع  حذاوثش ،(3) هؼبدلِ دسF
H آٍسین هی دػت ثِ صیش كَست ثِ سا: 

 F

( )
sin( )H v

g












  

    
   

1

1

1
1

1

 
 سا صهبًی وِ ولاػیه پشتبثِ استفبع حذاوثش تَاًین ًیض هی ایٌدب دس 2، آٍسین: ثِ دػت 

C sin ( )
v

H
g


2

2

 

 وٌیذ : فشم1لضیِ 
 

sin( )
( )

v

g








 






 

    
 

2

1 1

1
1

1
ِ  یاه  هحذٍدُ ثیي ساثغِ ، آًگب2ُ  ثاب  پشتبثا

)وؼشی هحبػجبت اػتفبدُ اص )
F

R ٍ  ُولاػایه  هحاذٍد( )
C

R  تَػاظ F CR R ُؿاَد،  های  داد 
 ثٌبثشایي:

1) F C
R R  اگش 1 یؼٌی ،

sin( )
( )

v g
 




  
  

  

1
1 22

1 
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2) F C
R R  اگش 1 یؼٌی ،

sin( )
( )

v g
 




  
  

  

1
1 22

1
 

3)  F C
R R  اگش 1 یؼٌی ،

sin( )
( )

v g
 




  
  

  

1
1 22

1 

 وٌیذ : فشم2لضیِ 
 

sin( )
( )

v

g








 







  

     
   

2

1 1

1
1

2 1

 استفبع یاه ثیـیٌِ  ثیي ، آًگبُ ساثغِ

) وؼشی هحبػجبت اص اػتفبدُ ثب پشتبثِ )
F

H ولاػایه  ٍ ثیـیٌِ استفبع ( )
C

H  تَػاظ F C
H H 

 ثٌبثشایي: ؿَد، هی دادُ

1) F C
H H  اگش 1 یؼٌی ،

sin( ) ( )v g

 

 


   
    

   

1
1 22

2

 

2) F C
H H  اگش 1 یؼٌی ،

sin( ) ( )v g

 

 


 

  
  
  
  

1

1 22
2

 

3) F C
H H  اگش 1 یؼٌی ،

sin( ) ( )v g

 

 


   
    

   

1
1 22

2

 

maxثْیٌِ )ثیـیٌِ(  : صاٍی3ِلضیِ 
 ٍ ُپشتبثِ وؼشی ثیـیٌِ هحذٍد F-max

R اًذ اص: ثِ تشتیت ػجبست 

 
max tan( )






1

وِ  1
max

 
 

4 2  ٍ
F-max

( )v
R

g

 

 

 


 
 
 

1

111

 
 )شًتیىگ( 1. ريش پزتببی4

ِ  هؼىَع اػت. یؼٌی فشم هیكَست  دس ایي همبلِ ّذف هب ثشسػی پشتبثِ ثِ وٌین هىبى پشتبثِ دس لحظا
t T ی ؿشٍع ثب چِ صاٍیِ ٍ چِ ػشػت  خَاّین ثذاًین ایي پشتبثِ سا دس لحظِ دادُ ؿذُ ثبؿذ، حبل هی

  ِ tاٍلیِ پشتبة وٌین واِ دس لحظا T   ثبؿاذ. ثاشای ایاي هٌظاَس اص سٍؽ پشتابثی       هاَسدًظش دس هىابى
. ثشای ایي هٌظَس ]15[وٌین، وِ یه سٍؽ وبسا دس حل هؼبئل همذاس هشصی اػت  )ؿَتیٌگ( اػتفبدُ هی

 هؼئلِ همذاس هشصی صیش سا دس ًظش ثگیشیذ:

                                                           
1 Shooting method 
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, ,

( ) , ( )

( ) , ( )

T

T

d x d y
g

dt dt

x x T x

y y T y

 

 



    




 
  

3
2

2

 

tدس هؼئلِ فَق هىبى هتحشن دس لحظِ T ِیه ػجبست هؼلاَم یؼٌای هختلابت    كَست ث ,
T T

x y 
ؿَد. ثشای حل هؼئلِ همذاس هشصی فَق ثب سٍؽ پشتبثی، آى سا ثاب سٍؽ هؼابئل هماذاس     دس ًظش گشفتِ هی

xvوٌین. یؼٌی پبساهتشّبیی هبًٌذ اٍلیِ حل هی
 ٍyv

وٌاین   اًتخبة وشدُ ٍ فشم های  
( ) xx v

 ٍ
( ) yy v

 ی همذاس اٍلیِ صیش سا خَاّین داؿت:  ، دس ایي كَست هؼئلِ

, ,

( ) , ( )

( ) , ( )

x

y

d x d y
g

dt dt

x x v

y y v

 

 



    


  

  

3
2

2

 
وٌاین. ٍاضاا اػات واِ خاَاة       ، حال های  2دس ثخؾ  ؿذُ گفتِی فَق سا ثب سٍؽ  ی همذاس اٍلیِ هؼئلِ

xvثِ  ذُآه دػت ثِ
  ٍyv

tی ثؼتگی داسد. اگش خَاة دس لحظِ  T سا ثب
( , )xx T v

  ٍ
( , )yy T v

 

xvًـاابى دّااین،  
  ٍyv

هغلااَة، آى اػاات وااِ ثااب یااه تمشیاات خااَة       
( , )x Tx T v x

  ٍ
( , )y Ty T v y

. چَى ػوَهابا  
( , )xx T v

 ٍ
( , )yy T v

ًضدیاه ًیؼاتٌذ، پابساهتش     Tx  ٍTyثاِ   

1xدیگشی هبًٌذ 
v
  ٍ1y

v
1وٌین ٍ هؼئلِ سا ثب  اًتخبة هی 

( ) xx v
 ٍ1

( ) yy v
وٌین. اگش  حل هی 

1ثاابص ّاان  
( , )

x
x T v
  ٍ1

( , )
y

y T v
2ًضدیااه ًجبؿااٌذ، هؼاائلِ سا ثااب     Tx  ٍTyثااِ  

( ) xx v
 ٍ

2
( ) yy v

دّاین. اوٌاَى سٍؿای ثاشای اًتخابة دًجبلاِ        وٌین ٍ ثِ ّویي تشتیات اداهاِ های    حل هی 

  ,
k kx y

k
v v



 وِ:  عَسی وٌین ثِ ثیبى هی 
lim ( , ) , lim ( , ) .

k kx T y T
k k

x T v x y T v y
 

 
 

)اگش  , )xx t v  ٍ( , )yy t v ِی  خَاة هؼئل 

(14                                               )

, ,

( ) , ( )

( ) , ( )

x

y

d x d y
g

dt dt

x x v

y y v

 

 



    


  

  

3
2

2

 

 ثِ لؼوی وِ: xv  ٍyvثبؿذ، هؼئلِ ػجبست اػت اص یبفتي 
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( , )

( , ) .

x T

y T

x T v x

y T v y

 


  
ّبی حل هؼابدلات   تَاى آى سا ثب یىی اص سٍؽ هؼبدلِ فَق دس حبلت ولی یه هؼبدلِ غیشخغی اػت ٍ هی

xvغیشخغی حل ًوَد. اگش ثخَاّین آى سا ثب سٍؽ ٍتشی حل وٌین دٍ تمشیت اٍلیِ 
  ٍ1x

v
ٍ  xvثشای 

yvدٍ تمشیت اٍلیِ 
  ٍ1y

v
وٌاین   اًتخبة ًواَدُ ٍ فاشم های    yvثشای  

( , )
x

x T v
 ،

( , )
y

y T v
  ٍ

1
( , )

x
x T v
 ،1

( , )
y

y T v
 ثِ تشتیت اص حل هؼبئل صیش ثِ دػت آیٌذ: 

, ,, ,

,
( ) , ( ) ,( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , ( ) , ( ) .

xx

y y

d x d yd x d y
gg

dt dtdt dt

x x vx x v

y y v y y v

  

  
    

  

   




 
 
 
 
 

1

1 

2xvحبل 
 ٍ2yv

 تَاى اص سٍاثظ صیش ثِ دػت آٍسد: هی 2سا ثب تَخِ ثِ ؿىل  

x x y yT x T y

x x x x y y y y

v v v vx x T v y y T v

v v x T v x T v v v y T v y T v

  
 

   

2 2

1 1 1 1

( , ) ( , )
, ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
 

 

 

( , )
,

( , ) ( , )

( , )
.

( , ) ( , )

T x

x x x x

x x

T y

y y y y

y y

x x T v
v v v v

x T v x T v

y y T v
v v v v

y T v y T v


  




  



2 1

1

2 1

1 
 

 
 سٍؽ ٍتشی. پیبدُ ػبصی 2ؿىل
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 وٌین تب ثِ دػت آٍسین: ( سا ثشای تىشاس ػَم حل هی14ی ) ایٌه هؼئلِ

 

 

( , )
,

( , ) ( , )

( , )
,

( , ) ( , )

T x

x x x x

x x

T y

y y y y

y y

x x T v
v v v v

x T v x T v

y y T v
v v v v

y T v y T v


  




  



1

3 1 2 1

2 1

1

3 1 2 1

2 1 
 ی صیش سا خَاّین داؿت: عَسولی ساثغِ دّین. ثِ ٍ ثِ ّویي تشتیت اداهِ هی

 

 

( , )
, , , ,

( , ) ( , )

( , )
, , , .

( , ) ( , )

k

k k k k

k k

k

k k k k

k k

T x

x x x x
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T y

y y y y

y y

x x T v
v v v v k

x T v x T v

y y T v
v v v v k

y T v y T v



  





  




   




   



1

1 1 1

1

1

1 1 1

1

12
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وٌین وِ ثشای  هحبػجبت سا تب صهبًی هتَل  هی  ُثِ اصای ؿذُ داد ،m:ای داؿتِ ثبؿین 

( , ) ,

( , ) .

m

m

x T

y T

x T v x

y T v y





 

 
 

 
ًىتِ: دس ایي لؼوت ػؼی ؿذ، سٍؽ پشتبثی )ؿَتیٌگ( دس حبلت ولای هغاشح ؿاَد. یؼٌای حتای اگاش       

ؼتجاش ثابلی ثوبًاذ. ثاشای هؼبدلاِ      هؼبدلِ پشتبثی وؼشی ثِ یه هؼبدلِ دیگشی تغییش وٌذ ثبص ایاي سٍؽ ه 
ّاب سا ثاب اػاتفبدُ اص     تاَاى آى  ؿاًَذ های   كَست خغی حبكل های  وِ هؼبدلات ثِ وؼشی پشتبثی اصآًدبیی

 ّبی تحلیلی ًیض حل ًوَد. سٍؽ
 
 . ًتبیح ػذدی5

ی همذاس هشصی صیاش سا دس ًظاش    ، هؼئلِهَسدهغبلؼِهٌظَس ثشسػی وبسایی ٍ اّویت سٍؽ  دس ایي ثخؾ ثِ
 ثشین: گیشین ٍ سٍؽ پشتبثی)ؿَتیٌگ( سا ثشای آى ثىبس هی هی

/ /

/ /

,

( ) , ( )

( ) , ( )

d x d y
g

dt dt

x x

y y


  




 
  

17 17

17 17

2 3

2 4 
 ی  اثتذا هؼئلِ

/ /

/ /

,

( ) , ( )

( ) , ( )

d x d y
g

dt dt

x x x

y y y


  




 
  

17 17

17 17
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وٌین. داسین،  ، حل هی2دس ثخؾ  ؿذُ گفتِسا ثِ سٍؽ 

/

/

/

( ) , ( )
( )

t
x t x t y t y t   



1798

. ثٌبثشایي 27

ؿَد ثِ لؼوی وِ  تجذیل هی x  ٍyهؼئلِ ثِ یبفتي 

( )

( )

x

y

 


 

2 3

2  x  ٍyی فاَق  . ثب حل هؼبدل4ِ

/آیٌذ، یؼٌی ثِ دػت هی
x 15  ٍ/

y 123064 :لزا خَاّین داؿت .

/

/

cos( )

sin( )

v

v










15

. حبل 123064

/ثب حل دػتگبُ فَق خَاّین داؿت 
  083 506  ٍ/v 123975  . 

 

 قدرداوی ي تشکز.7

 پظٍّؾ ایي دس وِ  )ف(ًجیبءپذافٌذ َّایی خبتن الا داًـگبُ تىویلی تحلیلات داًـدَیبى توبهی اص

 ًوبیینهی لذسداًی ٍ تـىش حضَسداؿتٌذ، پظٍّؾ ًوًَِ ػٌَاى ثِ

 

 گیزی . وتیج6ٍ
تشی سا ثاشای   ؿذُ دس یه هؼبدلِ پشتبثِ وؼشی، هذل ٍالؼی دس ایي همبلِ ػؼی ؿذ ثب اػتفبدُ اص هذل اسائِ

فبص اٍلیِ پشتبة یه ػبهبًِ تَپی اسائِ دّین. دس ایي فبص دس عی یه فشآیٌذ هؼىَع ثاب اػاتفبدُ اص سٍؽ   
 پشتبثی صاٍیِ ٍ ػشػت اٍلیِ پشتبة ثب سٍؿی وبسا هحبػجِ ؿذ.  

ٍ  ًوای  ّاذایت  هَؿه یب یبثذ وِ دس ایي هشحلِ، هؼوَلاا اّویت هی اصآًدب ایي هؼئلِ  الگاَسیتن  یاب  ؿاَد 
ٍ  یي ّاذف، تاش  هْن اػت ٍ لزا  ثبص حلمِ كَست ثِ آى ّذایت ِ   ػاشػت  صاٍیاِ   اػات،  پشًاذُ  اٍلیاِ ٍػایل
 دٍس پشتابثگش  اص ٍ ؿاذُ  پازیش  وٌتاشل  ٍ پبیاذاس  آئشٍدیٌبهیىیاصًظش  هوىي صهبى ووتشیي دس وِ ای گًَِ ثِ
 . ؿَد

ایي هغلت دس ایي همبلاِ هحماك ٍ دس لؼاوت ًتابیح ػاذدی ثاب ثیابى یاه هؼائلِ وابسثشدی دس ػوال            
دس پبیابى ًیاض واذّبی     دّذ. یـٌْبدؿذُ سا ًـبى هیپی لشاس گشفت. ًتبیح حبكل كحت سٍؽ هَسدثشسػ
 ؿذُ اػت. ی اسائِهَسدثشسػًَیؼی سٍؽ  ثشًبهِ
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